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Introduccion

El cuadernillo de Asesorias Académicas de la asignatura de Calculo Integral, forma parte
de una coleccion de recursos de apoyo para jovenes estudiantes de los Centros de
Bachillerato Tecnoldgico Agropecuario (CBTA), Centros de Bachillerato Tecnoldgico
Forestal (CBTF), Centros de Estudios Tecnoldgicos en Aguas Continentales (CETAC),
Centros de Estudios Tecnoldgicos del Mar (CETMAR), los cuales tienen el propdsito de
ofrecerte elementos para lograr los aprendizajes requeridos y favorecer tu desarrollo
académico.

En la primera seccion hay aspectos relacionados con la Asesoria Académica que te
permitiran ubicarla como elemento de apoyo a tu trayectoria académica.

En la segunda seccion te mostramos actividades que te ayudaran a ubicar tus areas de
oportunidad, partiendo de la recuperacion de tus aprendizajes; asi mismo, podras reforzar
aspectos conceptuales que faciliten la comprension del contenido disciplinar, y a la vez, se
convierten en apoyo para promover la comprension lectora y habilidad matematica
promoviendo el desarrollo de tu perspectiva critica.

Encontraras actividades de reflexion, andlisis, lecturas, ejercicios, juegos, problemas a
resolver, entre otras, que te permitiran construir aprendizajes y contribuir al desarrollo de
habilidades del pensamiento, de modo que puedas comprender que el calculo integral es
una herramienta matematica que te permite actuar de manera creativa, reflexiva, razonada
y razonable, en el tratamiento y cuestionamiento de situaciones del entorno, asi como en
la toma de decisiones durante el abordaje de las mismas.

Esperamos que este material constituya una herramienta valiosa para tu formacion y sea
atil para apoyar tu proceso de aprendizaje del calculo integral de manera creativa. Te
recomendamos que el cuadernillo sea revisado de forma secuencial, ya que para lograr
una adecuada comprension de los contenidos abordados no te aconsejamos revisarlos de
forma aislada o aleatoria, sino en el orden propuesto.
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La Asesoria Académica

La asesoria académica es un servicio a través del cual encontraras apoyo para favorecer
el logro de tus aprendizajes. Se brinda mediante sesiones de estudio adicionales a la carga
horaria reglamentaria y se te apoya para despejar dudas sobre temas especificos. También
se te recomiendan materiales adicionales (bibliografia complementaria, ejercicios,
resimenes, tutoriales, paginas web, entre otros), de los que podras apoyarte para el
estudio independiente y evitar el rezago académico.

La asesoria académica puede ser:

a)

b)
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Preventiva: acciones con los alumnos que tienen bajo aprovechamiento académico,
han reprobado evaluaciones parciales o no lograron comprender algun contenido
curricular, y que requieren apoyo para adquirir o reforzar aprendizajes especificos
de alguna asignatura, mddulo o submadulo. Consiste en lograr que el alumno
mejore la calidad de sus aprendizajes, incremente su rendimiento académico y
evite la reprobacion.

Remedial: son acciones con los alumnos que al finalizar el semestre han reprobado
alguna asignatura, médulo o submddulo y requieren apoyo académico para mejorar
los aprendizajes frente a las evaluaciones extraordinarias y en general para
alcanzar los aprendizajes establecidos en el programa de estudios
correspondiente. Su propdsito es que los alumnos regularicen su situacion
académica y eviten el abandono escolar.
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Estructura didactica

Cada leccidn se estructura por las siguientes secciones:

O Explorando
ﬂeccién dirigida a reconocer tu nivh

de conocimiento sobre la temética a
abordar, puede contener preguntas
abiertas, reactivos de opcién
multiple  ejercicios, actividades,
entre otros. Apoya en la deteccién de
las necesidades formativas de los
estudiantes, lo que permitira tomar
decisiones sobre las actividades de
asesoria que se pueden desarrollar.

o /

Practicando

ﬂomueve la ejercitacion A

integracién de contenidos que se
abordan en la leccidn. Refiere el
desarrollo de estrategias centradas
en el aprendizaje (elementos
didacticos para brindar
orientaciones a partir de ejercicios
como resolucién de problemas,
dilemas, casos practicos.). Permite
poner en practica lo revisado en la
seccion de habilidad lectora y

facilita el aprendizaje de los
Qntenidos tematicos. /
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omprendiendo

Se trabaja con lecturas que brindan
elementos para la comprension de los
contenidos (tematicas) que se abordan
en la asesoria académica y promueve
la habilidad matematica y
comprensién lectora, constituye un
elemento para el estudio

Auto_
evaluacion

Aporta elementos para que te
autoevalles y tomen junto con tu
asesor académico medidas oportunas
para continuar con tu proceso de
aprendizaje.

&

Investigando

Se te proporcionan recomendaciones
sobre recursos de apoyo y material
centrado en &reas especificas, para
fortalecer la temética estudiada.



—

Leccion 1. ;Te acuerdas de derivar?

O Explorando

Relaciona ambas columnas, escribiendo en el paréntesis de la derecha,
la letra de la definicion que se asocia con su respectivo concepto.

Valor aproximado al que tiende una variable, a medida
que se acerca a un punto.

Funcién en la cual alguna de las variables tiene
exponentes fraccionarios o se encuentra bajo signo
radical.

Variable a la que se le asighan valores a voluntad, dentro
de los limites que sefiale el problema en particular.

Pendiente de la recta tangente en un punto determinado
de una funcion; también se le asocia con una razén de
cambio.

Relacién entre elementos de dos conjuntos, donde la
correspondencia es de uno a uno.

Funciones donde la variable independiente figura como
exponente o se halla afectada del signo logaritmo o de
cualquiera de los que emplea la trigonometria.

Funcion que se escribe como el cociente de dos
polinomios, y el divisor no puede ser el polinomio cero.

| U

Derivada

Funciones Trascendentes

Funcién Racional

Variable Independiente

Limite

Funcion Irracional

Funcién

Encierra en un circulo la simbologia que reconozcas y que recuerdes haber utilizado en tu
curso de Calculo Diferencial para denotar a la derivada:

| I
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Recordando como derivar

Lo primero que debemos recordar, es que una funcion s
hace referencia a un tipo de relacion matematica donde » F“”R 2 [* st
existe una regla de correspondencia de 1 a 1 entre dos '} v’/..x‘f’(-")fl1= F®)-F (a)
variables que, generalmente son representadas por x s )
(variable independiente) y y (variable dependiente), donde “ J

por cada valor asignado a la variable independiente, la
variable dependiente obtiene un Unico valor en
correspondencia.

Por otra parte, es preciso retomar que las funciones pueden denotarse de diferentes
formas, y que seguramente ya te resultan muy familiar, por ejemplo:

y = 5x? —% f(x) = —4tan8x g(x) = 96x+1

Pero pasando al punto central de esta leccion, vale la pena recordar que la derivada puede
definirse, entre otras de sus interpretaciones, como la razén de cambio instantaneo que
ocurre entre dos variables, en este caso, las variables x y y,
en un punto especifico o como la pendiente de la recta
tangente en un punto determinado de una funcidn; también se
le asocia con una razon de cambio; y que gracias a ella es
posible atender situaciones de la vida cotidiana asociadas con
problemas de rapidez, velocidad instantanea, variacion
instantanea, la concentracion de una mezcla o incluso,
situaciones de variacion en la bolsa de valores, por mencionar
3 algunos ejemplos. De ahi la importancia de su estudio y
aprendizaje, ya que es posible aplicar efectivamente /las matematicas en un sinfin de
posibilidades.

Pasando ahora a las formas de notacion, cuando deseamos determinar la derivada de una
funcidn, la notacion mas comun es como y’, la cual se lee como “ye prima’, o también como
f'(x), leida como “efe prima de equis’, las cuales fueron propuestas por el matematico
italiano Joseph-Louis Lagrange, y que seguramente fue la mas popular en tu curso de
Calculo Diferencial.

No obstante, existe otra notacion propuesta por el matematico aleman Gottfried Leibniz, y
que en el estudio del Calculo Integral adquiere mucha relevancia; nos referimos al
cociente:

dy
dx

La cual se lee como “derivada de ye, respecto a equis’, y que puede adecuarse de acuerdo
a la funcion sobre la cual se va a determinar la derivada. Por ejemplo, si tenemos la funcion
f(x) = —3x% y queremos indicar la derivada de la misma utilizando esta notacidn, entonces
df

habria que escribirla como 7

0 bien, como %f(x) que también es equivalente.
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Entrando en materia sobre como determinar la derivada de una funcion, vamos a realizarlo
por medio de formulas de derivacion directa, con énfasis en la atencion de funciones
algebraicas elementales.

Para ello, utilizaremos el siguiente formulario asumiendo que a y n son constantes que
pertenecen al conjunto de los numeros Reales (R), y contemplando que n # 1; ademas de
considerar que u hace referencia a un multinomio, es decir, a una expresion de varios
términos, o a la suma de varias funciones.

Formulario basico para derivar funciones Algebraicas

1 y=a y =0

2 y=ax y =a

3 y=x" y =n-x""lparan=#1

4 y=u y' = u'(derivada de cada término)
5 y=u" y'=n-u"t-u

Veamos algunos ejemplos para cada formula:

Formula 1: Siy = a entonces y' = 0

Esta formula es la mas sencilla de todas, y hace referencia a que, si nuestra funcion
corresponde a una constante, entonces su derivada es cero. Revisemos los siguientes
ejemplos ilustrativos sobre este caso:

Formula:y = a derivada=y' =0

Ejercicio Solucién
y=6 y' =0
2 !
y=-3 y =0
y=28.3 y =0

Formula 2: Siy = ax entonces y' = a

Esta formula se va a utilizar para los casos en que la variable independiente, cominmente
denotada por x, tenga exponente 1 (positivo); y aunque no se escriba explicitamente, habra
que tomar en cuenta esta referencia para poder identificar que entonces la expresion a
derivar, pueda derivarse mediante esta formula.
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Asimismo, de acuerdo con la regla que nos presenta esta formula, es posible asumir que
el resultado de la derivada para una funcion de esta forma, correspondera al valor (la
constante) que acompana a la variable como coeficiente. Pero veamos los siguientes
ejemplos ilustrativos para mayor claridad:

y =ax y =x
Ejercicio Solucion
5 .5
y=3x y =3
y=x y =1
y=-13x y' =-13

Formula 3: Si y = x™ entonces y' = n-x"! considerando que n# 1 (se lee n

diferente de 1)

Antes de revisar los ejemplos correspondientes para el empleo de esta formula, es
necesario recordar algunos ajustes o acomodos que tenemos que efectuar en las
funciones, previo a determinar su derivada; considerando estas propiedades de los
exponentes y radicales, respectivamente:

Loy Yz = X"

Por otra parte, el hecho de que se haya hecho énfasis en que n sea diferente de 1 para usar
esta formula, es porque si asi fuera, recuerda que entonces la formula a utilizar es la
numero 2. Por lo que el indicador para saber que ha de utilizarse esta formula para derivar,
es que la variable se encuentre elevada a una potencia cualquiera, diferente de 1.

Sin mas preambulo, veamos algunos ejemplos:

n-1

y=x"
Ejercicio
y=x'

Vemos que la variable se encuentra
elevada a una potencia diferente de
1, y entonces es correcto utilizar la
Formula 3.

y = 6x*

S/ existe una constante antes de la
variable, pasa directamente al
resultado a multijplicar.

y =n-x
Solucidn
y' = 4x*1
De acuerdo con la formula, *bajamos” el
exponente a lado de la variable, y restamos 1al
exponente, obteniendo como resultado:
y' = 4x3
y =6-2x*1
En este caso, una vez que pasamos la
constante 6 directamente al resultado,
“bajamos” el exponente a lado de [a variable, el
cual multiplicard a la constante 6, y de igual
manera al casg anterior, restamos 1 al
exponente para llegai-a:
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y' =12x

5
y= Y
y=-5x7"

Se aplica la propiedad revisada sobre
los exponentes, para colocar la
variable a nivel de numerador y
proceder a utilizar la formula.

y = -5-—7x77"1

De manera similar al ejemplo anterior, una vez
gque pasamos la constante —5 directamente al
resultado, “bajamos” el exponente a lado de la
variable, el cual multiplicard a la constante —5;
y de igual manera al caso anterior, restamos 1
al exponente. Teniendo como resultado
preliminar:
y' =35x78

Como es necesario dejar el resultado con
exponentes positivos, entonces utilizamos la
misma propiedad de los exponentes que
implementamos al inicio para “acomodar” la
funcion y proceder a derivar. Llegando asi a
nuestro resultado final:

y =8Yx2

y= 8x/3

Se aplica la propiedad revisada sobre
los radicales, para modificar la
estructura de la funcion y utilizar la
formula con el exponente n
apropiado.

. 35
}’=F
4 5
l=8__ /3—1
y 3x

Pasamos la constante 8 directamente al
resultado, “bajamos” el exponente a lado de la
variable para que multiplique a la constante y
restamos 1 al exponente. Teniendo como
resultado preliminar

,_32 _1/3
y ==

Utilizamos la propiedad de los exponentes para
que nuestro exponente sea positivo:
, 32
Y= 3x1/ 3
Y para llegar al resultado final, es necesario
aplicar la propiedad de los radicales para

regresar a raiz, ya que nuestro ejercicio
corresponde a una funcion con raiz:

| 32
Y =3
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Formula 4: Si y = u entonces y' = derivada de cada término

En esta formula, la variable u hace referencia para cuando la funcion corresponde a una
expresion algebraica de varios términos. En dicha situacion, la derivada correspondera a
determinar la derivada para cada uno de los términos en cuestion, empleando las
Formulas 1,2y 3, e implementando las propiedades de los exponentes y/o de los radicales
segun sea el caso y la necesidad.

Veamos los siguientes ejemplos:

funciéon:y = x* derivada =y =n-x"!
funciéon:y = x® derivada=y =n-x"1!

Ejercicio Solucion

"=9-2x°" !
y = X 7

1 . , L .
y=9x% - - x+3 Observa como para el primer termino se aplica
la Férmula 3, para el segundo término. — %x se

emplea la Formula 2, y para el tercer término
que corresponde a la constante 3, se utiliza la
Formula 1, llegando as/ al resultado:

Las fdormulas requeridas para
derivar cada término son: 3, 2 y 1
respectivamente.

'=18 !
y =1ex=z

4
y = T —5x7571 —q1x~17t
Para derivar ambos términos, dado que la
y= i + 1 variable presenta una potencia diferente de |,
3x°  x entonces se emplea la Formula 3, llegando al
4 resultado preliminar de:
=—x5+x1 20
Yy 3 yrz_?x—6_1x—2
Se aplica la propiedad de los . ) .
exponentes, para colocar la variable Aplicamos la misma propiedad de los
a nivel de numerador y proceder a exponentes, para que el resultado tenga

derivar. exponentes positivos y asi finalizar:
, 20 1
Y =735 x2
y=-Vx+8
=_x2+8 y'=—lx1/2_1+0
y= 2

Observa como para el primer término se aplica

Se aplica la propiedad de los la Formula 3, y para el segundo término que
radicales en el primer término, para corresponde a la constante 8, se utiliza la
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modificar su estructura y pueda Formula 1, llegando asi al resultado preliminar
adecuarse el empleo de alguna de | de:

las férmulas ya revisadas.

1 4
= —— /2
y 5%

Se aplica la propiedad de los exponentes para

que la variable termine con exponente positivo:

1

_2x1/2

!

y=

Y para llegar al resultado final, es necesario
aplicar la propiedad de los radicales para
regresar a raiz, puesto que la funcion que se
deriva inicio en raiz:

Formula 5: Siy = u™ entonces y' = n-u™1-u’'

De igual forma que en la formula anterior, la variable u continuara haciendo referencia a
una expresion algebraica de varios términos, pero en esta ocasion, dicha expresion se
encontrara afectada por una potencia n diferente de 1, siendo este nuestro principal
indicador para deducir que esta sera la formula adecuada a utilizar para obtener la
derivada de la funcion.

Asimismo, no debemos olvidar el uso de las propiedades tanto de los exponentes como de
los radicales, las cuales hemos utilizado con frecuencia en los ejemplos previos.

Pasemos ahora asi con los siguientes ejemplos:
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Funcion:

<
I

Ejercicio

7 4‘
=(zx-1
Y (zx )
Considera que: u = %x -1

Y, por tanto: u' = %

3

YT T @t ¥ 5y

Aplicamos [a propiedad de los
exponentes para acomodar la
estructura:

y=-3(2x*+5)3

Considera que: u = 2x* +5

Y, por tanto: u' = 4x

y =V -9)
Aplicamos [a propiedad de los

radicales  para  acomodar |la
estructura de la funcion:

y=t-9)"

derivada=y =n-u*'-u

Solucidén

De acuerdo con la estructura de la formula,
“bajamos” el exponente a lado de nuestra
expresion u, restamos 1 al exponente e
indicamos la multiplicacion poru':

7 17
124.<_x_1> L

Y 2 2

Posteriormente  procedemos a realizar

operaciones pendientes. Que en este caso y en

todos, va a corresponder a multiplicar los

factores “extremos” de wu, que en este caso

corresponden a4 y7/2, y a efectuar la resta en

el exponente. Llegando asi al resultado final:

3

—1a(lx-1
y = 14(3x-1)

Observa que la constante —3 pasa directa al
resultado, de acuerdo con la formula, se “baja”
el exponente a lado de u, restamos 1 en el
exponente e indicamos el producto conu':

y' =-3--32x*+5)731 4x

Realizamos multiplicacion de los factores
“extremos”deu y la resta en el exponente, para
asi llegar al resultado preliminar:

y =36x-(2x?+5)7*

Y por dltimo aplicamos [la propiedad
correspondiente de los exponentes, para que el
resultado tenga exponente positivo:

36x
(2x2 + 5)4

!

y:

La constante 4/3 pasa directa al resultado, de
acuerdo con la formula, se “baja” el exponente
a lado de u, restamos 1 en el exponente e
indicamos el producto conu':

4
Yy =3 (x¢ —9)"/371 - 6x°
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Considera que: u = x® — 9

Y, por tanto: u' = 6x°

Realizamos multiplicacion de los factores
“extremos”deu y la resta en el exponente, para
asfi llegar al resultado preliminar:

y' =8x5(x6—9)"/3

Aplicamos la propiedad de los radicales, para
que el resultado termine en raiz, ya que la
funcion inicial comenzd en raiz y observamos
que el exponente en forma de fraccion, hace
posible dicha conversion:

|y =8x5 Yz 9|
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Resuelve las siguientes derivadas por medio de las formulas directas revisadas y

utilizando la notacién y'.

g O
1.y=5x —?+4x

2. y=6y10—x>

3 y=—2l_24
Y= X X
wy O
Y T Bxz 1 8)2
:3/4-—E
5. y=x 7
(3 5
AN

7.y=—6x" —8x>+x3

8 y=——" 45

NEET
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Auto
evaluacién

Indicadores Puedo lograrlo Tengo dudas

Reconozco las diferentes formas para denotar
una derivada.

Sé utilizar las propiedades de los exponentes y
radicales en un proceso de derivacion, para lograr
que miresultado tenga exponentes positivos o que
se regresa a su forma radical, segun sea el caso.

Puedo derivar funciones algebraicas utilizando las
formulas directas revisadas en esta leccion.

iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?

Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria
académica:

Inge Darwin, Reglas de derivacion: repaso en 7 minutos con ejemplos, disponible
en https://youtu.be/aVNa-J8iB5I

Khan Academy, Reglas de derivadas: constante, suma, diferencia y multiplo

constante, disponible en: https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-

differentiation-1-new#ab-2-6b

Sangaku Maths, Derivada de una potencia, disponible en:

https://www.sangakoo.com/es/temas/derivada-de-una-potencia

Matematicas sencillas, La derivada en una taza de café: una aplicacién practica de

la vida cotidiana, disponible en: https://youtu.be/sMxLbTVDifo
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https://youtu.be/aVNa-J8iB5I
https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-differentiation-1-new#ab-2-6b
https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-differentiation-1-new#ab-2-6b
https://www.sangakoo.com/es/temas/derivada-de-una-potencia
https://youtu.be/sMxlbTVDifo

Leccion 2. ;Qué es la integral?

O Explorando

Encuentra el area de las figuras sombreadas. Escribe en la columna de en medio el
procedimiento que usaste, y en la columna de la derecha el resultado de tus operaciones.

Figura

Procedimiento

Resultado

2cm

ZCmi ‘
2cm

Reflexiona y responde las siguientes preguntas:

(Cudles formulas utilizaste para calcular las areas del ejercicio anterior?

iConoces alguna formula para obtener el drea de alguna figura delimitada por curvas? Si
es asi, escribe cual.

Distribucion gratuita. Prohibida su venta
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iQué es la integral?

Para responder a la pregunta “;Qué es la integral?” primero debemos preguntarnos “;Qué
es el drea?” El area es un concepto, fisico y matematico, que se define como /la medida de
una superficie. En el sistema internacional de unidades, la unidad de area es 1 m2.

A pesar de tener una definicion muy simple, la tarea de encontrar areas se vuelve muy
compleja cuando tenemos la necesidad de tratar con diversos poligonos. Existe una
formula para calcular el area de un rectangulo, otra para el tridngulo, otra para el trapecio
y asi se extiende una lista muy larga. Para cada figura existe una formula distinta y hay
que recordarlas todas. ;No seria mas practico tener una sola formula para calcular el drea
de cualquier poligono?

La formula wunitaria del area no existe, pero aqui va un dato muy util: todos los poligonos
(con un numero finito de lados) pueden subdividirse en un numero finito de tridngulos, no
importa qué tan irregular sea la figura. En ese entendido, siempre podemos calcular el
area de cualquier poligono como la suma de las areas de los triangulos que lo componen.

Todos los poligonos pueden subdividirse en un numero finito de tridngulos.

El truco de partir un poligono irregular en tridngulos para calcular su area no es una idea
nueva en matematicas. Siempre que sea posible, trataremos de partir un problema grande
en varios problemas mas pequefios que nos cuesten menos trabajo resolver.

Este truco es muy Util para calcular areas de figuras delimitadas por lados rectos, sin
embargo, surge la necesidad de crear otro método para calcular areas de figuras
delimitadas por curvas. Antes de pensar en problemas mas sofisticados, pensemos en la
curva mas familiar de todas: el circulo.

La formula para calcular el area de un circulo, si su radio es r, es:

Area(circulo) = 7 - r?

Notaremos la presencia del nimero “r” en la formula anterior. El nimero m esta definido
como la razén de la longitud de la circunferencia entre la longitud de su didmetro. Su
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historia trasciende varios siglos, incluso algunos milenios. En el siglo Ill a.C., Arquimedes
utilizo el método del agotamiento, también llamado método de exhaucion, como una forma
de calcular el area de un circulo de radio 1y, con ello, también calcular .

El método del agotamiento, para este caso, consiste en inscribir un poligono regular (por
ejemplo, un tridngulo) dentro del circulo de radio 1. El area del poligono inscrito, que se
puede calcular facilmente, es una aproximacion al area del circulo. Una mejor
aproximacion se obtiene al considerar otro poligono regular inscrito en el circulo que
contenga al poligono anterior (por ejemplo, un hexagono). Procediendo de esta forma
podemos “agotar” gradualmente toda el area y obtendremos el area del circulo como el
limite de las areas de los poligonos. La idea de este método se ilustra mejor en la siguiente
figura.

Primeros tres pasos del método de agotamiento.

Fue hasta el siglo XVII cuando muchas mas figuras delimitadas por curvas fueron tratadas
exitosamente con el método del agotamiento, como las elipses y las parabolas. Sin
embargo, como su nombre lo indica, este método suele ser muy agotador para quien lo
calcula. Ademas, el calculo del area para cada curva distinta se trataba como un problema
particular. Uno de los grandes logros del calculo fue reemplazar estos procedimientos
particulares en un poderoso método general con el siguiente concepto.

El concepto de integral

El primer concepto basico del calculo integral es, precisamente, la integral. Sin embargo,
este no es un concepto en si mismo, sino que su definicion se basa en la existencia de
otros conceptos y objetos matematicos. A continuacion, analizaremos cada uno de ellos.

Imaginemos dos conjuntos no vacios: X e Y. Una funcién es foda relacion que asocia a cada
elemento del conjunto X con uno y solo un elemento del conjunto Y. Notese que no pedimos
necesariamente que X e Y sean conjuntos de nimeros, por lo cual, las siguientes relaciones
pueden ser consideradas funciones:

e larelacion que asocia a cada persona con su madre bioldgica,
e larelacion que asocia a cada mexicano con su CURP,
e larelacion que asocia a cada alumno con su numero de control.
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Llamaremos dominio al conjunto X, y contradominio al conjunto Y. Denotamos con la letra
“x” a cualquier numero que pertenezca al dominio X, y usamos la letra “y” para denotar a
un elemento del contradominio Y. De esta forma, para toda funcion con dominio X y
contradominio Y, cada x esta asociado a una y s6lo una y.

Consideremos una funcion f(x) definida en un intervalo cerrado [a,b] en el dominio.
Podemos definir la integral de la funcion f(x) en el intervalo [a, b] como el area de la figura
delimitada por el eje X, las rectas x = a y x = b, y la grafica de la funcion f(x). Para fines
practicos, nos referiremos a esta area con la letra “4”.

A
2
1
[a, b]
2 -1 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X=a X=b

Area delimitada por el eje X, las rectas x = a y x = b, y la grdfica de la funcién f (x).

iRecuerdas el truco del que hablabamos al principio de la leccion? Consiste en partir un
problema grande en problemas suficientemente pequenos para poder resolverlos
facilmente. Bien, pues ahora pondremos en marcha su version mas extrema.

Para encontrar el area bajo la curva que aparece en la ilustracion 5, empezaremos por
subdividir el intervalo [a, b] en un nimero de pequefios subintervalos (no necesariamente
iguales) y trazamos perpendiculares en cada punto de subdivision. Esto cortara en varias
“tiras” a la superficie A que queremos calcular.

Ahora, reemplazamos cada tira por un rectangulo de la misma base cuya altura se escoge
en algln lugar entre la altura mas grande y la mas pequefia de la curva en esa tira. El area
de estos rectangulos puede conocerse facilmente y la suma de las areas es una buena
aproximacion al area bajo la curva, es decir, a la integral de la funcidon f(x) en el intervalo
[a, b]. Entre mayor sea el nimero de rectangulos, mejor sera la aproximacion al area A.

21 Distribucion gratuita. Prohibida su venta



La suma del drea de todos los rectdngulos de color azul es similar al drea de color verde.

Ahora trataré de escribir con la mayor sencillez posible, para que pueda ser entendido.
Aunque es incorrecta, voy utilizar la siguiente notacion, con el propdsito de que la idea del
calculo del area A sea entendible.

A~ Z Area(rectangulos)

Con estos simbolos quiero decir que el area A es aproximadamente igual (=) a la suma
(2) de las areas de los rectangulos. Si ademas utilizo a la letra “n” para sefalar el numero
de rectangulos de subdivision del intervalo [a, b], puedo escribir entonces:

A= lim ) Area(rectangulos)
n—-oo
Es decir, el area 4 es igual al limite de las sumas de las areas de los rectangulos, cuando
el nimero de rectangulos es cada vez mayor (es decir, “n” tiende al infinito). Si el limite
existe, utilizamos los siguientes simbolos para denotar al valor del area bajo la curva,
también llamada “la integral de la funcion f(x) en el intervalo [a, b]".

b
A= f f(x)dx = lim Z Area(rectangulos)
a n—oo

Gottfried Leibniz es el autor de la notacion “f-dx", la cual hace referencia a una “s”
alargada, que viene de la palabra “suma”. Leibniz fue también quien llamé “integrales” por
primera vez a estos limites. Para el ejemplo que mostré, utilicé una funcion desconocida,
pero existen varias reglas y procedimientos generales para obtener las areas bajo la curva
de las diversas funciones que podemos integrar, pero eso sera abordado en préximas
lecciones.

Por ahora, lo importante es conocer la definicion de una integral como un “proceso limite”.
Es decir, un procedimiento de refinamiento en el que en cada paso, vamos mejorando la
exactitud de nuestros calculos.
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Explica un método para hallar el area delimitada por la parabola y = 4x — x? y la recta
y = x que aparecen en la siguiente imagen.
) y =4x — x?
1 2 5

(Cual es el valor del area de la mitad de una elipse? Considera la grafica de la funcion

fx)=2]1 —%2, que traza la parte superior de la elipse que se muestra en la figura de

abajo. Intenta encontrar la mejor aproximacion a esta area utilizando una sucesion de
figuras geométricas inscritas en la curva.

w

f(x) = 2\/:—

/ , N

©o| X,
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Explica en qué consiste el método de exhaucion para calcular el area de figuras

delimitadas por curvas.

Auto,
evaluacién
X

Indicadores

Puedo lograrlo

Tengo dudas

Comprendo que el método de agotamiento o de
exhaucion es una forma aproximada para calcular
el area de figuras curvas

Puedo calcular de manera aproximada, el area
bajo una funcion mediante el trazo de rectangulos
y la sumatoria de las areas de cada uno de ellos

Entiendo el concepto de integral, desde un
enfoque geométrico, como el area bajo la curva
asociada a una funcién, y delimitada por un
intervalo especifico.

Identifico la notacion que hace referencia a una
integral

iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?

Distribucion gratuita. Prohibida su venta

24



Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

e Khan Academy en espafiol. Introduccion al célculo integral. Disponible en:
https://youtu.be/WA_AlljmocQ

e Superprof.es. Integracion definida. Disponible en:
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/calculo/integrales/integral-
definida.html
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https://youtu.be/WA_A1IjmocQ
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/calculo/integrales/integral-definida.html
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/calculo/integrales/integral-definida.html

Leccion 3. Los rectangulos sirven para calcular

O Explorande

Contesta las siguientes preguntas.

1. ({Recuerdas la definicién de una linea curva? Escribela.

2. ;Cudl es el concepto de area?

3. Relaciona las formulas de area de la izquierda con las figuras geométricas de la derecha:

A= bxh ()
2

c)A=bxh ()

dA=mnxr? ()
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Calculo de area de superficies geométricas no regulares

En matematicas la definicion de area es el espacio dentro de una figura, su unidad de
medida son las unidades cuadradas.

El célculo del area de superficies geométricas no regulares es una actividad muy comun
en algunos ambitos de la vida cotidiana, por ejemplo en el sector agricola al realizar
estimaciones para la siembra de terrenos o parcelas de cultivos o en el ambito de la
construccion para determinar las cantidades de materiales como pintura, cemento, loseta,
entre otros. Por ello es importante saber como calcular el area de superficies geométricas
no regulares.

A continuacién te mostraremos como medir el area aproximada de la siguiente
figura:

i
r
i
[
'
1
i
r
i
i
-
i
i
r
I
i
.
]
T
i
i
-
i

1. Dibuja la figura a escala dentro de una hoja ] i |
cuadriculada. .

i
]

L 4-
1

L 1

]

i

AL R L

i

K

| i

]

| |

T

2. Traza figuras geométricas regulares dentro

de la cuadricula, de manera que toda la _L_:

superficie quede dividida en distintas figuras
(preferentemente emplea triangulos,
rectangulos y cuadrados)

En este caso la medida de los cuadros sera de [ / |
Im por lado. Pero td puedes definir la escala. ' L
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3. Empieza a calcular el area de las figuras trazadas al interior de la superficie
irregular.

= bxh
Abxh A= A=1x1
2
] Imx1m = 1m? 0.75mx2m  1.5m?
= = 0.75 m?
2 2
| Imx0.5m=0.5m?
Imx3m 3m? ,
1| 2mx0.5m 1m?2 : _ d 175 m
= = 0.5m?
2 2
= 2
| 6m x 0.5m = 3 m? Imx25m=25m
Imx1m 1m?
= — 2
I 0.5mx2m=1m? " > = =0.5m

1mx1.5m  1.5m?
' = = 0.75 m?

Smxbm=25m? 2 2

- Imx1m=1m?
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- Imx1m=3m?

[ |
0.5m x 0.5m = 0.25m? ' tmxilm  1m?2
= = 0.5 m?
2 2
I Imx2m=2m?
‘ 3mx1m _ 3m2 —15 2
> =— =1 m

4. Suma todas las areas para encontrar el area total. El drea sera aproximada ya
que quedaran algunas partes en las que no se podra trazar alguna figura regular.

Area total = 1+05+05+3+1+0.75+1.75+2.5+0.5
+25+1+0.25+2+0.75+1+3+0.5+1.5

Area total = 46.5 m?

Ahora una vez que recordamos como calcular areas de figuras irregulares, vamos
a ver que con el uso de rectangulos es mucho mas facil el calculo de areas bajo
una curva, recuerda en calculo diferencial graficaste funciones y observaste que
en algunos casos la grafica daba origen a una curva, pues bien vamos a dibujar
rectangulos para calcular el area bajo una curva con limites a derecha e izquierda
denominado intervalo [a, b] y limitado con el eje de la abscisa (eje “x").
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Para calcular el area bajo la curva de la funcion y=6x-8x>+3x® en el intervalo [0, 2]
y limitado con el eje de la abscisa primero debemos trazar nuestro eje de
coordenadas, luego graficaras la funcion dandole valores a “x” para asi obtener un

valor de "y” obteniendo la siguiente figura.

Area a calcular

Intervalo desde x= 0 hasta x= 2

R1=0.2X0.3=0.06 U2
R2=0.2X1=0.2U?
R3=0.2X14=0.28 U?
R4 =0.2X1.2=0.24 U?
R5=0.2X1=0.2 U?

Se subdivide en 10 rectangulos
(todos de la misma base 0.2
unidades y alturas diferentes)
el drea bajo la curva, a
continuacion, calcularemos el
area de cada rectangulo
(enumerandolos como R1 al
R10 de izquierda a derecha)
multiplicando su base por la

Ré6 =0.2 X 0.8 = 0.16 U?
R7=0.2 X 0.8 = 0.16 U?
R8=0.2X1=0.2 U?
R9=0.2X16=0.32U2
R10 = 0.2 X 2.6 = 0.52 U?

Area total = 0.06 + 0.2 + 0.28 + 0.24 + 0.2 + 0.16 + 0.16 + 0,2 + 0.32 + 0.52

Area total = 2.34 U2
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Calcula el area bajo la curva de la siguiente funcion y = 6x - 8x* + 4x* en el
intervalo [0.1] y limitado por el eje “x”, mediante el trazado de 5 rectangulos.
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O *hw

o Auto .

@ evaluacién
X

Indicadores Puedo lograrlo | Tengo dudas

Entiendo y logro identificar que es area.

Puedo reconocer a que figura pertenecen las
formulas del area respectivamente.

Puedo trazar rectangulos bajo una curva en
una gréfica.

Entiendo y logro calcular areas de
rectangulos bajo una curva.

iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?

&

Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

e Pinterest. Cuadro de formulas de area y perimetro. Disponible en:

https://www.pinterest.com.mx/pin/580682945678106593/

e Aprende matematicas. Area bajo una curva. Disponible en:

https://www.aprendematematicas.org.mx/unit/area-bajo-una-curva/
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Leccion 4. La Integral indefinida y definida

O Explorande

Contesta las siguientes preguntas.

1. Define el concepto de derivada

2. ;Cual es la principal funcion de una derivada?

3. Define antiderivada

4. ;Qué relacion existe entre derivada y antiderivada?

5. ¢Qué pasa si derivas f{x)=5xy luego calculas su antiderivada?
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La Integral indefinida y definida

Como ya se ha visto en la leccion anterior, donde se calcula el area bajo la curva o una
funcion a partir de rectangulos o trapecios, es importante visualizar que esto se puede
simplificar usando la antiderivada, en primera instancia de forma indefinida o primitiva y
después limitarla en intervalos para calcular el area que se desee obtener, por ello
definiremos de manera resumida ambos conceptos de antiderivada o integral.

Teorema Fundamental del Calculo

El teorema fundamental del calculo recibe de manera apropiada este nombre porque
establece una conexion entre las dos ramas del calculo: el calculo diferencial y el calculo
integral. ELl Calculo diferencial surgio del problema de la recta tangente, mientras que el
Calculo integral lo hizo de un problema en apariencia no relacionado, el problema del area.

El profesor de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677), descubrié que en realidad
estos dos problemas estaban intimamente relacionados. De hecho, se dio cuenta de que la
derivacion y la integracion son procesos inversos.

El Teorema fundamental del calculo precisa la relacion inversa entre la derivada y la
integral. Newton y Leibniz explotaron esta relacion y la usaron para desarrollar el calculo
como un método matematico sistematico. En particular, observaron que el teorema
fundamental les permitia calcular con gran facilidad areas e integrales, sin tener que
calcularlas como limites de sumas.

Antiderivada Indefinida o primitiva

Podemos definir a la integral indefinida como la representante de toda la familia de
funciones es decir una antiderivada para cada valor de la constante C.

Es importante mencionar que una integral indefinida en términos generales es una funcion
o familia de funciones.

Es decir, una antiderivada indefinida es el conjunto de las infinitas primitivas que puede
tener una funcion.
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Forma de una antiderivada indefinida: [ f(x)dx vy se lee como la antiderivada de la funcién
de X, diferencial de X.

Ejemplo:

xn+

1
+C

Para resolver aplicamos | x"dx =
v P f n+1

Extraemos la constante de integracién 3 [ xldx
Comon=7

Entonces como en la formula tenemos n+/queda 7+/=2

3x?
Aplicando queda: f3xdx = +C

Donde Ces la constante de integracion y puede tomar cualquier valor numérico real. (Solo
se suma una constante en las antiderivadas indefinidas)

Ejemplo 2

Al calcular la integral indefinida de f(x) = 4 — x* tenemos:

El grafico esta dado por:
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Y su integral:

w

3
X
f{4—12]dx =4x- 5 + constant

Plots of the integral:

(x from -3.8 to 3.8)

Antiderivada definida

A diferencia de la antiderivada indefinida la antiderivada definida representa un valor
numérico porque esta delimitada en intervalos de integracion (superior e inferior).

Ejemplo:

Si un automavil va a una velocidad constante de 80 km/h durante 5 horas. ;Qué distancia
recorrio?

Como puedes observar este es un ejercicio muy sencillo ya que no necesita una integral
para resolverse, sin embargo, es una buena oportunidad para que compruebes la utilidad
de la integral definida.

Como sabras, la respuesta es clara usando formulas de fisica o simplemente multiplicando
80 (5) = 400 km pero grafiquemos el recorrido.

Como puedes observar, al resolver la integral de la velocidad desde el minuto 0 hasta el 5
encontramos el area, y esta representa la distancia recorrida por el movil.

Pasos:

f(x) = 80

1. Se calcula la primitiva

2. Se evalla limite superior menos
limite inferior (Simplemente
después de integrar sustituimos en
las variables que quedaron primero
el valor superior y después hacemos
lo mismo con el valor inferior y
finalmente restamos superior
menos inferior) como se muestra a
continuacion.
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5
f 80dx = [80x]; = 80(5) — 80(0) = 400
0

Este ejercicio es con la finalidad de que compruebes la utilidad de la antiderivada definida
de una manera muy sencilla.

Existen formulas de integracion esta es la base que te servira para resolver antiderivadas
complejas.

La integral definida es un concepto utilizado para determinar el valor de las areas limitadas
por curvas y rectas. Dado el intervalo [a, b] en el que, para cada uno de sus puntos X, se
define una funcion £ (x) que es mayor o igual que 0 en [a, b], se llama integral definida de
la funcion entre los puntos a y b al area de la porcion del plano que esta limitada por la
funcion, el eje horizontal 0X y las rectas verticales de ecuaciones x=ayx=h.

La integral definida de la funcidn entre los extremos del intervalo [a, b] se denota como:
b
[ reoax
a

Muy bien vamos a calcular el area bajo la curva y= 2x+/ para el intervalo 73] calculando
laintegral y evaluandola primero con el valor de b y le restaremos evaluandola con el valor
de a, observa:

1+1 2X2

+x=—+x=x*+x
1+1 2

f3(2x + 1dx =
1

A=[x>+x]3=[(3)2?+3]-[(D?+1]=[9+3] —[1+1]

Area
bajo la
curva

A=12-2=|10u?

f(x) = 2x+1es una recta

37 Distribucion gratuita. Prohibida su venta




Resuelve los siguientes ejercicios.

Calcula el area bajo la curva de la funcion y= X3 para el intervalo de [1,4] arriba del eje de
las “X’, hazlo por medio de la integral definida.

f%fdx

[ 5x?%dx

ﬂfozdx
ﬁ;xzdx

[0 x3dx
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O *hw

o Auto .

@ evaluacién
X

Indicadores Puedo lograrlo | Tengo dudas

Soy capaz de operar las férmulas de integracién base

Soy capaz de identificar las constantes a extraer de una
integral

Comprendi el calculo del area bajo la curva
utilizando la integral definida

Entiendo el Teorema fundamental del calculo

Soy capaz de calcular el drea bajo una funcién.

iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?

&

Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

39

Ronny Online, (2020). La conexidn entre la derivada y la integral. Disponible
en:
https://www.youtube.com/watch?v=0Jfipj50ky4&ab_channel=RonnyOnline

julioprofe, (2012). Teorema Fundamental del Calculo - Definicion y ejemplos.
Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=SCKpUCax5ss&ab_channel=julioprofe

LosApuntes, (2019). Integral indefinida vs Integral definida. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=634DF0tN4tc&ab_channel=LosApuntes

Hiru.eus, (2020). La integral definida. Disponible en:
https://www.hiru.eus/es/matematicas/la-integral-definida
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Leccion 5. Integrales indefinidas: Algebraicas (Parte I)

O Explorande

Identificando funciones algebraicas

Con base en tu experiencia trabajando con funciones, principalmente en el curso de
Calculo Diferencial, identifica y encierra en un circulo todas aquellas funciones que, por
sus caracteristicas, son clasificadas como Algebraicas:

COC0C0O0E

f(x) = 5tanx?

32,
](x)—zx—

m(x) =1-—+x

2 i(x) = 7logs 5x

y = —CSCF

x+3

e = 5x—2

Operaciones con fracciones

Al determinar la integral indefinida de funciones algebraicas, sera necesario realizar
operaciones con fracciones; pensando en esa situacion, resulta conveniente practicar
efectuando las siguientes operaciones:

© ites CHICHE I
© Ttus OISR 675"

+ —atls (-%) () = i A
+ 3-3- - as)())= ¢ Tt TmS
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Aprendiendo a integrar mediante formulas directas

Como recordaras, una de las formas mas practicas e inmediatas
para obtener la derivada de una funcion, es por medio del uso de
formulas directas y que seguramente lo retomaste en la Leccion
1, pues para integrar no sera la excepcion.

Para ello, comenzaremos con la revision de algunas
propiedades, las cuales ya emplean la simbologia pertinente que
se te presentd con anterioridad.

Propiedades de las integrales indefinidas
Propiedad 1: [ k- f(x) dx = k [ f(x) dx, donde k es una constante y f(x) una funcion.

Esta propiedad nos muestra que si tenemos una constante que multiplica a una funcion,
entonces la constante la podemos escribir antes del simbolo de integracion. Tal y como se
muestra enseguida en los tres ejemplos ilustrativos:

*f—4xdx=—4fxdx

3 3
*-[szdx=1jx2dx

*f7x3/5 dx = 7fx3/5 dx

Puedes practicar un poco con los siguientes casos:
a) [2x3dx= c) [6dx=
b) [— Zxdx= d) [4.2x%dx =

Es importante mencionar que, al momento de utilizar las formulas de integracion directa,
dicha constante pasara directamente a multiplicar el resultado.
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Propiedad 2: [[f(x) + g(x)] dx = [ f(x) dx + [ g(x) dx, donde f(x) y g(x) son funciones.

Esta propiedad nos indica que, si tenemos una suma de funciones en el integrando
principal, entonces podemos reescribir el ejercicio como una suma de integrales; como se
ejemplifica a continuacion:

*f(x—x2+x3)dx= fxdx—fxzdx+fx3dx
*f(9x2+4x—7)dx= f9x2dx+f4xdx—f7dx

Observa que, en este ultimo ejemplo, puedes utilizar todavia la Propiedad 1 y es
completamente valido, para si en algunos casos asi sucede, no te sorprenda:

*f(9x2+4x—7)dx= f9x2dx+f4xdx—f7dx

=9fx2dx+4fxdx—7fdx

Ahora ponlo en practica en los siguientes ejercicios:

a)f(—;x3—x2 +2>dx=

b)J (—;x3 —x% 4+ Z)dx

c)j(—;x3—x2 +2)dx=

La constante de integracidn “c”.

Cuando calculamos la Integral Indefinida de una funcion
f(x), al resultado se le conoce como Funcion Primitiva; la
cual se expresa como F(x), y siempre debera ir acompafada
de un valor agregado conocido como constante de
integraciony que es denotada por c.

De hecho, la podremos apreciar con frecuencia una vez que
entremos en la revision de las formulas de integracion
directa, ya que todos los resultados deben incluirla sin
excepcion y no debemos olvidar escribirla.
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Pero, ;a qué se refiere dicha constante de integracion? Esto tiene que ver con el hecho de
que la derivada y la integral son operaciones inversas, y que incluso, para verificar si el
resultado de nuestra integral indefinida es correcto, lo que podemos hacer es derivar la
funcion primitiva resultante, y obtener como resultado el integrando de la integral.

Esto quiere decir que si nuestra funcién primitiva es F(x) = 4x3 — 5x (observa que no se
esta agregando la constante de integracion c), entonces si la derivamos, lo que vamos a
obtener es la funcion que compone al integrando de la integral, es decir, F'(x) = f(x):

F'(x) =12x%> -5

Y entonces, al encontrar la funcion f(x) que tendriamos en el integrando, la integral
indefinida queda estructurada como:

f(lez —5)dx

Siendo aqui donde surge el meollo del asunto, ya que F(x) = 4x3 — 5x no es la Unica
funcion cuya derivada corresponde a 12x% — 5; incluso, existe una cantidad infinita de
funciones cuya derivada corresponde a dicha expresion, por ejemplo:

e F(x)=4x3-5x+3.1 . F(x)=4x3—5x—% e F(x)=4x3-5x-6

Calculando la derivada para cada una de ellas, la respuesta siempre es F'(x) = 12x% — 5.

Y si se observa con detenimiento, lo que las hace diferentes, es que
al final tienen una constante arbitraria distinta. Entonces, como todas
esas funciones primitivas (y mas que pudieran existir) nos llevan a la - .
misma funcion f(x) que conforma al integrando de la integral, es que
resulta necesario que a toda Funcion Primitiva que se obtenga de una
integral indefinida, se le deba agregar la constante de integracion c,
la cual representa de manera general, las diferentes funciones a las
que puede hacer alusion el resultado de la integracion.

De este modo, podemos deducir entonces que la forma correcta para

escribir la funcién primitiva F(x) = 4x3 — 5x, debe ser como F(x) = 4x3 — 5x + ¢, para de
esta manera considerar a toda esa familia de funciones a la que hace referencia el
resultado, y donde ¢ hace referencia a un valor constante arbitrario que ya en problemas
de aplicacion, seguramente se podra conocer con precision.

Abordemos ahora si, como obtener las integrales indefinidas mediante formulas directas:
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Formulas de integracion directa para funciones algebraicas

1. fdx:x+c

La Formula 1 es muy sencilla para utilizar, y nos sirve para los casos en que el integrando
corresponde a la constante 1 (aunque no se aprecie puesto que no es necesario escribirlo),
o bien, cuando solamente aparece el diferencial dx.

Por otra parte, antes de comenzar a ver algunos ejemplos ilustrativos sobre como se
emplea esta formula, no estd de mas mencionar, que siempre en un proceso de
integracion, es necesario tener presentes las propiedades de las integrales indefinidas que
se revisaron previamente, y no olvidar escribir la constante de integracion ¢ para todos
los resultados. Veamos:

f8dx =

Desarrollo Justificacion
Aplicamos la Propiedad 1, y observa que el
f8dx = 8fdx integrando ya corresponde a la estructura

indicada por la Férmula 1.

Aplicamos la Férmula 1 de integracion
8fdx=8-x+c directa, y nota que la constante 8, pasa
directamente al resultado, a multiplicar.

f 8dx =8x+c¢ Resultado.

Observa que el proceso es muy sencillo, pero para reforzar, veamos otro ejemplo:

[-5ax=
3=

Desarrollo Justificacion
4 4 Aplicamos la Propiedad 1, y observa que el
f—gdx = —§fdx integrando ya corresponde a la estructura

indicada por la Férmula 1.

Aplicamos la Férmula 1 de integracion, y
4 4 observa que la constante —2 pasa
—s|dx=—5"x+c . 3
3 3 directamente al resultado, a multiplicar, tal
y como sucedié en el caso anterior.

: 4d—4+ Resultad
..fsx_ gxte esultado.

Nota que esta formula se utiliza para cuando en el integrando
tenemos una constante, y que, basicamente al integrar, a dicha
constante se le hace acompanar de la variable x.
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xn+1

2. Ndx =
fx x n+1

+c¢ paran + -1

La Férmula 2, vamos a utilizarla para cuando tenemos en el integrando la presencia de
una variable elevada a una potencia n, pero cuyo valor sea diferente de —1; ya sea x, x2

2 L
x/3, x5, etcétera.

Si se observa, basicamente lo que tenemos que hacer al utilizar esta formula, es sumar 1
al exponente y dividir la variable entre la misma suma del exponente y 1. Veamos algunos
ejemplos y recuerda contemplar el uso de /as propiedades de las integrales indefinidas
cuando sea necesario, y que en el apartado de Justificacion se te hara notar:

j xtdx =

Desarrollo Justificacion
. xt+l Aplicamos directamente lo indicado por
x*dx = +c .
4+1 la Formula 2.

Reducimos operaciones para simplificar
el resultado, las cuales consisten en
x5 efectuar las sumas indicadas, y de este
fx"dx =5 +c modo finalizar.
En este caso, también es correcto si se
escribe el resultado como: %xS +c

j —5x 8dx =

Desarrollo Justificacion
J—Sx‘sdx = -5 J x 8dx Aplicamos la Propiedad 1.
841 Aplicamos directamente lo indicado por
—Sfx‘gdx = -5 - 811 +c la Férmula 2, pasando la constante —5 a

multiplicar el resultado.

—ij‘sdx - _c. x—_7+c Simplificar exponente y denominador; y

-7 procedemos a multiplicar por -5.

Dividimos signos y “enviamos” a la
_sg variable al denominador para que su
J-—Sx‘sdx =—x"+c exponente sea positivo; ya que debemos
=7 procurar que nuestros resultados
tengan exponentes positivos.

5
f —Sx8dx=—+c¢ Resultado.
7x7
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Desarrollo

Justificacion

10
f—7dx = f 10x~7 dx
x

Cuidando que el ejercicio cumpla con la
estructura indicada por la Férmula 2:
[ x™dx, notemos que la variable no
puede estar en el denominador, pero si
“la subimos” para apegarnos a la forma
de la formula, entonces debemos
cambiar el signo de su exponente.

fle‘7 dx = 10fx‘7 dx

Aplicamos la Propiedad 1 por |la

constante 10.

=-7+1

10fx‘7dx=10- +c

Aplicamos directamente la Férmula 2,
pasando la constante 10 a multiplicar.

-7+1
-6

x
lofx‘7dx= 10-_—6+c

Reducimos operaciones en exponente y
denominador y multiplicamos por el 10.

10
lo-fx‘7 dx = —?x‘6+c

Simplificamos la fraccion —16—0

“bajamos” la variable para hacer su
exponente positivo.

(10 5
--J-Fdx= —ﬁ+c

Resultado.

—X
4

1/de =

Desarrollo

Justificacion

Aplicamos la Propiedad 1.

3 Ut Aplicamos directamente lo indicado por
—jxl/Z dx = 71 +c la Férmula 2, pasando la constante % a
/2 +1 multiplicar el resultado.
3/
2 . . L
_jx1/2 de= 2. X2 . Reducimos operaciones para simplificar
3/2 y procedemos a multiplicar.
Observa que, por conveniencia, la
3 3k fraccion 3/4 pasé a multiplicar al
1
—fx hdx= 4 3 +c numerador x/2 y enseguida podamos
2 simplificar 3/4 y 3/2 mediante la division
de fracciones.
3
Zf xlrdx= —x2+c Y reducimos la fraccion % para finalizar.

Resultado.
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Habiendo revisado ya hasta este momento las primeras 2 formulas de integracion directa
para funciones algebraicas, es necesario abordar algunas situaciones en las que tenemos
que utilizar la Propiedad 2 para integrales indefinidas. Veamos:

f(x3 + x% — x)dx =

Desarrollo Justificacion
f(xs +x% — x)dx = Aplicamos la Propiedad 2, dandonos
origen a 3 nuevas integrales; y eso nos
3 ) permitird integrar cada una por
fx dx+fx dx—J-xdx separado.
5 ) Aplicamos directamente lo indicado por
J-x dx+fx dx—fxdx = la Férmula 2, para cada una de las
341 911 141 integrales. Y observa que solo es
ro rxr L. necesario agregar una sola constante de
3+1 2+1 1+1 integracion +c.
fx3dx+fx2dx—fxdx=
Reducimos operaciones para simplificar
x4 x3 x2 el resultado y finalizar.
T T3 T2t
xt a3 x?
f(x3 + x2 —x)dx = T T3 7t Resultado.
f(6x2 +2x —7)dx =
Desarrollo Justificacién
J(6x2 +2x — 7)dx = Aplicamos la Propiedad 2, dandonos
origen a 3 nuevas integrales; y eso nos
) permitird integrar cada wuna por
J6x dx+J2xdx—J7dx separado.
Observa como en este caso es posible
f6x2dx+f2xdx—f7dx — utilizar la Propiedad 1 para continuar con
el proceso de integracion; aunque es
) posible omitir este paso, siempre y
6[" dx + 2 J. xdx — 7f dx cuando las constantes 6,2y 7 las lleves
al resultado a multiplicar.
6fx2dx+ fodx— 7fdx = Aplicamos directamente lo indicado por
la Férmula 2, para las primeras 2
yx2+1 141 integrales, y la Férmula 1 para integrar
6 o1 T 1y T xte la tercera.
6fx2dx+ fodx— 7fdx _ Reducimos operaciones para simplificar
y proceder a multiplicar.
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3 2

6 ad + 2 ad 7x +

— — — Tx+c

3 2

6fx2dx+2fxdx—7fdx=

6 3 2 42 Efectuamos los productos para los

13 + 17 ~ 7x+c¢c = primeros 2 términos y procedemos a

reducir las fracciones g y% para finalizar.

=23 + -x% — Tx+c=
3 2

J‘(6x2 +2x—7)dx = 2x3 + x> —7x + ¢ | Resultado.

Conforme vayas adquiriendo experiencia, notards como cada vez serda mas sencillo
determinar la integral indefinida por medio de formulas directas.

)

“ . , 2
iComo comprobar que nuestros resultados son correctos?

Seguro recordaras que en esta leccion mencionamos que a la integral también se le
conoce como antiderivada, debido a que la integracion y la diferenciacion son operaciones
inversas; y que una manera de comprobar si nuestro resultado es correcto, es derivando
la Funcion Primitiva, y la respuesta debe ser igual al integrando, ilo probamos?

Consideremos el ultimo ejemplo revisado, donde tuvimos que:

f(6x2+2x—7)dx=2x3+x2—7x+c \ /
N /
Donde la funcion primitiva (el resultado de la integral), corresponde a: ~_
F(x) = 2x3 + x®> — 7x + ¢, y si calculamos su derivada tenemos entonces —
F'(x) = 6x* + 2x — 7, la cual es igual al Integrando y, por tanto, nuestro - ~
resultado ha sido comprobado y es correcto.

Recuerda que la constante de integracion ¢, es precisamente un valor constante
cualquiera, y la derivada de una constante es igual a cero, por ese motivo ya no aparece
en F'(x), pero que es muy importante incluirla en tus resultados, para que no olvides
escribirla.

Si gustas comprobar los resultados de los otros ejemplos, seria magnifico.
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Resuelve las siguientes integrales por medio de las formulas directas revisadas y
utilizando adecuadamente las propiedades vistas:
. J-—6x9 dx =
7
") 3
12
. ] —Fdx =
4, ](st —3x3—x)dx =
1 2 3
' f(ﬁ*ﬁ*ﬂ)d“
Observa cuidadosamente el desarrollo para la siguiente integral y responde
correctamente lo que se te solicita:

3 3
f<8x7/5 +Ex—1)dx= f8x7/5dx+f§xdx—f1dx

7 3
= Sfx/de+§fxdx—fdx

x7/5+1 3 yl+1
=8-— 4+ . _
.7/5_1_1+21_|_1 x +c
_ 8x'%/s 2 x?
12/5 + § 7 - x + c
40xs 1
=T +§x -x+c
10 1
_[Txlz/s + = x2 —x+c]=F(x)
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e ;Ya notaste que la derivada de la funcion primitiva F(x) no corresponde al
integrando? Si no es asi, compruébalo en el siguiente espacio:

e Revisa nuevamente el desarrollo del ejercicio. Identifica el error y enciérralo, para
que enseguida escribas el desarrollo adecuado que nos lleve a la respuesta
correcta:
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O Wk
9 Auto .
ok evaluacison

X

Indicadores Puedo lograrlo Tengo dudas
Identifico correctamente una funcion algebraica.
Reconozco con facilidad cuando puedo utilizar las
propiedades de las integrales indefinidas para
integrar.
Puedo integrar funciones algebraicas utilizando
las formulas 1y 2.
Comprendo el concepto de funcion primitiva y
puedo identificarla en un ejercicio de integracion.
Soy capaz de comprobar si el resultado de una
integral es correcto.
iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?
Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria
académica:

e Khan Academy, Encontrar antiderivadas e integrales indefinidas: reglas basicas y

notacion. Disponible en: https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-bc/bc-

integration-new/bc-6-8a/v/indefinite-integrals-of-x-raised-to-a-power

e Math2me, Integral con exponente positivo. Disponible en:

https://youtu.be/rIZyhvNRLu0
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https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-bc/bc-integration-new/bc-6-8a/v/indefinite-integrals-of-x-raised-to-a-power
https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-bc/bc-integration-new/bc-6-8a/v/indefinite-integrals-of-x-raised-to-a-power
https://youtu.be/rIZyhvNRlu0

Leccion 6. Integrales indefinidas: Algebraicas (Parte 2)

o Explorande

Realiza los siguientes ejercicios de despejes.

Algo que sera muy importante en esta leccidn, es recordar como despejar adecuadamente.
Por ello, te invitamos a practicar, realizando los despejes solicitados para las formulas
dadas a continuacion:

Velocidad Media Despejes solicitados

Movimiento rectilineo uniforme Despejes solicitados
v =
S=Sp+v-t So =
t=
Densidad Despejes solicitados
V=
p =
m=
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Determina las siguientes derivadas utilizando la notacién Z—Z:

. g(x)=8x2+5x+6

dg_
dx

2. y=—cx*—7x—11

dy
dx

3. h(x)=4- ;
dh
dx

4 f(x) = (x —3x3)°

df
dx
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Integrando mediante formulas directas

Retomando lo revisado en la leccion previa, sobre el uso de formulas para obtener la
integral indefinida de una funcion, en esta ocasion continuaremos con la misma labor, solo
que utilizando funciones mas elaboradas y que implicaran algunos detalles adicionales a
considerar.

Entre algunas de las novedades a revisar, comenzaremos a implementar el Método de
sustitucion o cambio de variable para determinar la integral indefinida de una funcion, el
cual se trabaja conjuntamente con las formulas de integracion directa, pero que resulta
sumamente practico ya que nos permitira simplificar los procedimientos.

Método de sustitucion o cambio de variable.

Este método, como ya se menciond anteriormente, busca simplificar
el proceso de integracion, ya que nos permite reconstruir nuestras
integrales de modo que se obtenga una integral visualmente mas
sencilla, y que con mayor facilidad podamos hacer uso de las formulas
de integracion directa que estaremos revisando de aqui en adelante.

De manera general, la variable a utilizar o con la cual se realiza el
cambio, la vamos a denotar como u, y dicha variable hara referencia a diferentes
expresiones segun sea el caso y la necesidad:

e En funciones Algebraicas, hara referencia a expresiones algebraicas de varios
términos, y que se encuentran afectadas por una potencia diferente de 1; por
ejemplo:

: " 3 .
Si tenemos la expresion (9x2 —5x + 1) , vamos a considerar entonces que
u = 9x% — 5x + 1, y entonces la expresidn inicial la podemos denotar como u3.

e En funciones Exponenciales, hara alusion al exponente de las bases:

. . .. 3_ .
Si se tiene la expresion 7* ~*, consideraremos que u = x3 — 4, y entonces al hacer
el cambio o la sustitucion, la expresion exponencial se denotara como 7%.

e En funciones Trigonométricas, se empleara para sustituir el argumento de las
funciones trigonométricas que se estén abordando:
Si por ejemplo se nos presenta csc(4 — 3x?), entonces u = 4 — 3x%, y entonces la
expresion la denotamos como cscu.

Al hacer estos cambios o sustituciones en las funciones, serad Gnicamente momentaneo,
mientras se desarrolla el proceso para obtener la integral indefinida, pero al final, ya que
tenemos el resultado, entonces volveremos a reemplazar la variable u por la expresion
“original” que se tenia en el inicio.

Veamos en seguida las nuevas formulas de integracion directa a revisar, con las cuales ya
se hara uso de este método de sustitucion o cambio de variable, y que son continuacion de
las revisadas en la leccion anterior.
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Formulas de integracion directa para funciones algebraicas

n+1

+1

u
3. fu"duz
n

+c¢ paran # —1

Como puedes observar, en esta Formula 3 ya se aprecia el uso de la variable u, lo que nos
indica que entonces sera momento de implementar el método de sustitucion o cambio de
variable.

En este caso, la formula hace alusion para cuando tengamos que
integrar expresiones algebraicas de varios términos, pero que se
encuentran afectadas por una potencia n diferente de 1, ya que cuando
la potencia es 1, recuerda que se integra término a término, como se
reviso en la leccion previa, y haciendo uso de las Propiedades 1y 2 para
las integrales indefinidas, que también se estudiaron en esa misma
leccion y que seguiran siendo necesarias en estos casos.

Por otra parte, también es importante mencionar que, a partir de este momento, en que
hacemos esa sustitucion o cambio de variable por u, vamos a tener que determinar la

. du .
derivada de u con respecto a X, que no es otra cosa que i ya que como puedes apreciar

en la estructura general de la Formula 3 (y en las sucesivas), el diferencial esta denotado
como du y nho como dx.

Entonces si tenemos por ejemplo la integral [(4x + 1)%dx, apreciamos que en este caso
particular u =4x+ 1, y por tanto podemos reescribir nuestra integral como [ u? dx.
Observa aqui que el diferencial sigue siendo dx, pero en los ejemplos ilustrativos que
vienen en seguida, te mostraremos como es que se llega al diferencial du.

Nota que [(4x + 1)2dx no puede reescribirse como la suma de dos
integrales, debido a que la expresion 4x + 1 se encuentra afectada por
un exponente n diferente de 1, y eso es lo que nos da la pauta para utilizar
la Formula 3.

Veamos algunos ejemplos sobre como integrar utilizando esta nueva formula:
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f(7x —2)3dx =

Desarrollo Justificacién
Debido a que la expresion 7x—2 se
encuentra afectada por la potencia 3, es
u=7x-2 un indicador para utilizar la Férmula 3 e
identificar u conforme a la estructura
general de dicha férmula.
du
dx Siempre que se realice la identificacion
de u, sera necesario calcular la derivada
d_u - dx de u con respecto a x, y despejar dx.
7

f(7x—2)3dx=fu3-d7u

Sustituimos 7x—2 y dx
respectivamente.

Y nota codmo la forma de nuestra integral
es mas reducida. Con eso se simplificard
el procedimiento y ya aparece el
diferencial du.

Implementamos la Propiedad 1 de las
integrales indefinidas para la constante

1/7 que se encontraba junto al
diferencial.

IJ' 3 1wt Aplicamos la Férmula 3 de manera
= | uvdu=-- +c :
7 7 3+1 directa.
10, 1 ut
—f wdu=--—+c¢
7 7 4 L .
1 Simplificamos operaciones.
— 4
T +c

1
. V3 gy — _ 94
o f(7x 2)*dx 28(7x 2)*+c¢

Sustituimos u para finalizar.
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2x dx _
(11 — 5x2)%

Desarrollo

Justificacion

2x dx
(11 —5x

i = f(ll — 5x%)*2xdx

Por practicidad, conviene hacer un ajuste
a la estructura de nuestro ejercicio,
pasando (11 -5x2)* al numerador,
aplicando la propiedad de los exponentes
correspondiente; para que adquiera la
forma requerida por la férmula 3:
[u"du.

Observando la estructura de nuestro

u=11-5x% ejercicio, asignamos como u a la
expresion afectada por una potencia n.
du
d_ = —-10x
x Se calcula la derivada de u con respecto
du a x, y despejamos dx.
=d
“10x
Sustituimos 11 — 5x? y dx
2xdu respectivamente.
f(ll — 5x2)*2xdx = fu“‘- X
—10x Observa que 2x se conserva, pero habra

de reducirse con —10x.

J-(ll —5x%)*2xdx = fu“‘ -——du

. 2x
Reducimos —.
—-10x

Implementamos la Propiedad 1 de las
integrales indefinidas para la constante

_1/5_

Aplicamos la Férmula 3 de manera

") Mi—s)f 1511 —5x2)3 ' €

5 —-4+1 directa.
1 . us3
——J-u‘ du=—-—--—+c
5 -3 Simplificamos operaciones y escribimos
1 3 la variable u en el denominador, para
=—u-+c
15 asegurar que nuestro resultado tenga
1 exponentes positivos.
~ 15u3 te
2x dx 1

Sustituimos u para finalizar.
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f V12x + 7 8dx =

Desarrollo

Justificacion

f Y12x + 7 8dx = f(le +7)"3 8dx

Conviene hacer un ajuste a la estructura
de nuestro ejercicio, convirtiendo
12x+7 a (12x+7)"3, aplicando la
propiedad de los exponentes y radicales
correspondientes; para que adquiera la
forma requerida por la formula: [ u™ du.

Observando la estructura de nuestro

u=12x+7 ejercicio, asignamos como u a la
expresion afectada por una potencia n.
du
d_ =12
x Se calcula la derivada de u con respecto
du a x, y despejamos dx.
—=d
12~
Sustituimos 12x + 7 y dx
1 1, 8du respectivamente.
(12x+7) /3 8dx=fu/3-— ,
f 12 Observa que 8 se conserva, pero habra
que reducirse con 12.
f(le +7)"3 8dx = fu1/3 —du Reducimos %.

1,2 =Ef A
J.u 3du 3 u’3du

Implementamos la Propiedad 1 de las
integrales indefinidas para la constante

2/3_

=SVt te

—ful/s du — 2 u /341 Aplicamos la Férmula 3 de manera
3 1/3 +1 directa.
1y u’s %u%’
3 u3du=§4/3+c— z +c
3 Efectuamos operaciones, simplificamos
_ 16—2u /3+c=-uls+c la fraccidn f—zy regresamos a raiz.

1
-'.f3V12x+7 8dx = 53 (12x+ 7% +¢

Sustituimos u para finalizar.

Hasta este punto, jte has preguntado por qué la Férmula 3 debe
utilizarse para cuando la potencia n es diferente de -1?
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He aqui la razon:
Tomemos como ejemplo la integral [(5x +3) 1dx, la cual por su estructura da la

n+1
impresién de que puede resolverse empleando la Formula 3: [u"du = 1:1? +¢c; sin
embargo, al momento de utilizarla esto es lo que sucede:

f(Sx +3) ldx =

Desarrollo Justificacion

Se identifica u conforme a la estructura
u=5x+3 general de la Férmula 3, como se ha
venido trabajando en la leccion.

du
ax - °
x Calculamos la derivada de wu con
du respecto a x, y despejamos dx.
—_— =d
5 x
du itui
f(5x +3)ldx = Ju_l du Sustltmmos 5x+3 y dx
5 respectivamente.
Implementamos la Propiedad 1 de las
du 1 integrales indefinidas para la constante
ul-—=—|uldu 1 .
5 5 /5 que se encontraba junto al
diferencial.
1f 1 1 u ! Aplicamos la Férmula 3 de manera
—|udu=—-- +c :
5 5 —-1+1 directa.
10 1 u°
Ej u du = 50 +c Simplificamos operaciones, pero
tenemos una divisién por cero, las
uO , . -
Y. cuales no estan definidas.
0

En este caso la potencia cero de la variable no es el problema, pues

consideremos que a® = 1; pero el problema radica en que las divisiones

por cero NO estan definidas y, por lo tanto, esa es la razon por la cual \6
no podemos aceptar ese resultado y la Formula 3 no es util para atender A
estos casos, incluso tampoco la Formula 2 si se presentara un ejercicio [/

como [ x~1dx, ya que la situacién del exponente —1, provoca el mismo
problema.

Para esas situaciones es que contamos con la Féormula 4, la cual detallaremos a
continuacion:
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du
4, f—=1n|u|+c
u

Al igual que en la Férmula 3, en esta formula vamos a aplicar el método de sustitucion o
cambio de variable, y \a variable u sigue haciendo alusion a expresiones algebraicas de
varios términos, pero que ahora se encuentran afectadas por una potencia -1; de hecho,
esta Formula 4 debe utilizarse para cuando tengamos expresiones afectadas por una

potencia -1 como (2x — 3)~1, o que figuren en su forma racional como % aplicando la
propiedad de los exponentes correspondiente.

Incluso, la estructura que muestra la Férmula 4, es considerando la forma racional, por lo
que una forma equivalente de la misma es: [u~!du = In|u| + c.

Para revisar como hacer un uso adecuado de la formula, veamos los siguientes casos, los
cuales muestran con claridad la potencia -1 o la forma racional de las expresiones:

f(—x —9) ldx =

Desarrollo Justificacion

Identificamos u conforme a la estructura

u=-x-9 general de la féormula.

du_

dx Se deriva u con respecto a x, Yy
p despejamos dx.

_—'; = dx o simplemente —du = dx
Sustituimos —-x-9 y dx
respectivamente.

f(—x —-9) ldx = fu‘l - —du

Implementamos la Propiedad 1 de las
integrales indefinidas para la colocar el
signo negativo antes del simbolo de

integracion.

fu‘l-—du=—fu‘1du
Recuerda que el uso de las propiedades
de las integrales indefinidas (1 y 2) se
revisd en la Leccién 5, y su uso es
continuo segun la necesidad.

Aplicamos la Férmula 4 de manera

_ -1 - _
fu du Inful + ¢ directa.

f(—x -9 ldx= —In|-x—9| +¢ Sustituimos u para finalizar.
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—3xdx _
4x2 +7

Desarrollo

Justificacion

Puedes usar cualquiera de las dos
formas, segun te parezca mas comodo y

—3xdx ) 1 ) .
fm = f(4x +7)"--3xdx sencillo, pero lo importante es que
x reconozcas que la Férmula 4 es la que
debe utilizarse.
w4247 Identlfl'camos u conforme a la estructura
de la formula.
du
d_ = 8x
x Se deriva u con respecto a x, y
du . despejamos dx.
8x *
Sustituimos 4x* +7 y dx
—3x dx —3x du respectivamente.
ax’+7 | u 8 Observa que —3x se conserva, pero
habré que reducirse con 8x.
—3xdx 3 du . -3x
f - Reducimos —.
axr+7 8 u 8x
Implementamos la Propiedad 1 de las
3 du du . . -
.= integrales indefinidas para la constante
8 u 8) u _3/
8.
du 3 Aplicamos la Férmula 4 de manera
—=——Inju| +¢ .
8 8 directa.
—3xdx 3 2 - -
= ——In[4x*+ 7| +¢ Sustituimos u para finalizar.
4x2+7 8
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(2x+1)dx _

x2+x-—2

Desarrollo Justificacion

Puedes usar cualquiera de las dos
= f(x2 +x—-2)"1(2x+ 1)dx formas, segln te parezca mas comodo
y sencillo.

(2x+1)dx
x2+x—2

Identificamos u conforme a la

— A2 _
u=x"+x-2 estructura de la formula.

du
d_ =2x+1
x Se deriva u con respecto a x, y
du . despejamos dx.
=dx
2x+1
Sustituimos  x*+x-—2 y dx
respectivamente.
(2x+ 1) dx 2x+1 du Observa que 2x + 1 se conserva, pero
X2 +x—2 = f u 2x+1 habra que reducirse con el

denominador de du, que coincide con
una expresion igual y podran

cancelarse.
2x+1)dx du .
(z—) = | — Reducimos 21
xt+x—2 u Zx+1
du Aplicamos la Férmula 4 de manera
— =Inlu| +c¢ )
u directa.
2x+1)dx o L
@x+1)dx = In|x2+x—-2|+¢ Sustituimos u para finalizar.
xX2+x-2

Tal y como lo revisamos en la leccion anterior, puedes comprobar cada
uno de los resultados obtenidos, ya que si los derivas, obtendras como
respuesta el integrando del ejercicio.
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Resuelve las siguientes integrales y comprueba tus resultados.

Ejercicio Comprobacion
10 dx _ F(x) =
f 3x
F'(x) =
J‘ —x dx _ F(x) =
VIx2 + 2
F'(x) =
3 10 5d = F =
J (gx-10) ax-
F'(x) =
J‘ dx _ F(x) =
(1—4x)2
F'(x) =
12x3dx B F(x) =
f 2x*—7
F'(x) =

63
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O *hw

o Auto .

@ evaluacién
X

Indicadores

Puedo lograrlo

Tengo dudas

Puedo diferenciar correctamente cuando
utilizar la formula 3 y cuando la 4.

Identifico con facilidad el elemento u en un
ejercicio de integracion.

Determino correctamente la derivada del
elemento u con respecto a x.

Puedo determinar correctamente el
diferencial dx.

Logro obtener correctamente la integral
indefinida de wuna funcion algebraica
empleando las formulas 3 y 4.

iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?

Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria

académica:

Julio Profe, Integracion por sustitucion:

https://youtu.be/x0BWRvel2Rk

https://youtu.be/5Ej7TFPMxmPA
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en:

Vitual Preparatoria, Integrales por cambio de variable o sustitucion, disponible en:

64


https://youtu.be/x0BWRve12Rk
https://youtu.be/5Ej7FPMxmPA

Leccion 7. Integrales indefinidas:
Exponenciales y Trigonométricas

o Explorando

Identifica funciones exponenciales y trigonométricas y clasifica las siguientes funciones
trascendentes en de acuerdo con el diagrama.

e f(x)= —6sen(x?) e k(x) =_cot1(;—x) o y= 7Vx—4
—5Xx _ 2
* Y . oy =%10g2 8x e g(x) =8sec(5—x%)
— 5,9 10 1
Ty 1" e y=tan(3x?+7) ¢ Y=g (x_3)
° i(x) =ECOS(§/§) -1 ° h(x) — —lnx6

9
[ ] y:EeSX

Exponenciales Logaritmicas Trigonométricas
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Integrando funciones Exponenciales y Trigonométricas

Para determinar la integral indefinida para este tipo de funciones, sera

por medio del empleo de formulas directas, tal y como lo has venido ﬂ
realizando desde las 2 lecciones anteriores. Incluso, gracias a la %
experiencia que has adquirido hasta este punto, el proceso te %

resultara familiar y sencillo. a¥a

Pero para ello es necesario considerar las siguientes formulas, las
cuales te recomendamos transcribir en un documento aparte o en tu
cuaderno, para que las consultes con facilidad cuando las requieras.

Formulas de integracion directa para funciones exponenciales y trigonométricas:

De inicio, es necesario recordar que para que una funcion trascendente sea Exponencial,
es necesario que la variable independiente, es decir, x, figure en el exponente de alguna

constante; por ejemplo: 86%, 2V*~8 e 3% por mencionar algunos. Y para integrar este tipo
de funciones, tendremos como opciones 2 formulas a elegir:

Férmulas para funciones Exponenciales

u

1.fe“du=e“+c 2.fa“du=m+c paraa>0ya+1

Observa que la Formula 1 se utilizard para cuando la base de la funciéon exponencial
corresponda al nimero de Euler e, mientras que la Férmula 2 para los casos en que la
base de la funcion exponencial sea una constante a, pero mayor a cero (positiva) y
diferente de 1. Para ambos casos, nota que la variable u figura como el exponente, y es ahi
donde tenemos que encontrar la presencia de la variable independiente x.

Por otra parte, en lo que respecta a las funciones trascendentes Trigonométricas, para
identificarlas basta con notar la presencia de las funciones seno (sen), coseno (cos),
tangente (tan), cotangente (cot), secante (sec) y cosecante (csc), y con su respectivo
argumento, tal y como puede apreciarse en esta otra tabla de formulas para integracion
directa:
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Férmulas para funciones Trigonométricas

1. fsenuduz—cosu+c 6. fcscuduzlnlcscu—cotu|+c
2. J-cosuduzsenu+c 7. J-seczuduztanu+c

3. J-tanuduzlnlsecu|+c 8. J-csczuduz—cotu+c

4. J-cotuduzlnlsenu|+c 9. J-secu tanu du =secu+c

5. fsecuduzlnlsecu+tanu|+c 10. fcscu cotu du=—cscu+c

Nota que aqui la variable u, hace referencia al argumento de la funcion trigonométrica, y
que su implementacion es con el fin de simplificar los procedimientos. Pero antes de
comenzar a revisar algunos ejemplos, te recomendamos que cada que se te presente una
integral para una funcién Exponencial o Trigonométrica, primero identifiques la formula de
las tablas anteriores que, por su similitud en estructura y forma, te ayudara a resolver el
ejercicio. Asimismo, sera esencial que también identifiques la expresion que aluda a la
variable u, ya que la manera en como obtendremos la integral, es por el método de
sustitucion o cambio de variable, que se manejo desde la Leccion 6, veamos:

f 7 sec?(5x) dx =

Férmula a utilizar: Trigonométrica 7
Desarrollo Justificacion

Una vez seleccionada la formula
u=5x adecuada, identificamos u conforme a la
estructura de la formula.

du
ax - °
x Se deriva u con respecto a x, Yy
du despejamos dx.
? =dx
du
f 7 sec?(5x) dx = f 7 sec’u- = Sustituimos 5x y dx respectivamente.

Aplicamos la Propiedad 1 de integrales
du 7 . - .
f 7seciu-— = EJ- sec2u du indefinidas, para ubicar las constantes 7

> y 1/5 antes del simbolo de integracion.

Aplicamos la formula correspondiente

7 7
7 2 =L
stec u du gtanu+c de manera directa.

7
f 7 sec?(5x) dx = Etan(Sx) +c Sustituimos u para finalizar.
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5
f - Ze(3"+2)4 Bx+2)3dx =

Férmula a utilizar: Exponencial 1

Desarrollo Justificacion
Una vez seleccionada la formula
u=(3x+2)* adecuada, identificamos u

conforme a la estructura de la
férmula.

du

— =12 2)3
dx (Bx+2)
du

12G6x+27 @

Se deriva u con respecto a x, y
despejamos dx.

5
f - Ze(3x+2)4 Bx+2)3dx =

f 5, Bx +2)3 du
3¢ 12(3x + 2)3

Sustituimos (3x+2)* y dx
respectivamente.

Observa que (3x+2)® se
conserva, pero habrd que
reducirse con el denominador de
du, que coincide con una
expresion  igual 'y  podran
cancelarse.

Aplicamos la Propiedad 1 de

J‘ 5 ,du 5 1 u g . . - .

4e 2= 2 12 e” du integrales |ndef|n|5das, plara ubicar

las constantes —>/, y /4, antes

=__" | e* du del simbolo de integracién, y

48 reducimos operaciones.

5 5 Aplicamos la formula

——|etdu=——e*+c correspondiente de  manera
48 48 directa.

5 4 5 4
_ 7 A(Bx+2) 3 — (3x+2)
f 4_e (Bx+2)°dx —48e +c

Sustituimos u para finalizar.
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f94x2+1 6xdx =

Férmula a utilizar: Exponencial 2

Desarrollo Justificacion
Una vez seleccionada la formula
u=4x*+1 adecuada, identificamos u conforme a la
estructura de la formula.
du
d_ = 8x
x Se deriva u con respecto a x, y
du despejamos dx.
—=dx
8x

f 9+l Gy dy = f 9% 6x -

du

8x

Sustituimos 4x* +1 y dx

respectivamente.

Observa que 6x se conserva, pero habra
que reducirse con el denominador de du.

Aplicamos la Propiedad 1 de integrales
indefinidas, para ubicar la constante 3/4
antes del simbolo de integracidn.

Aplicamos la férmula correspondiente
de manera directa.

u
—fgu A
4 4 In9
3 94x2+1
94x2+1 6xdx = —-
f X ax 2 Ino9 +c

Sustituimos u para finalizar.

Es importante mencionar que, para este ultimo ejercicio, no es
posible efectuar el producto de las constantes 3 y 9 de los
numeradores, debido a que 9 se encuentra afectado por una

potencia.

69
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6
f—10 tan (Ex) dx =

Férmula a utilizar: Trigonométrica 3

Desarrollo Justificacion
6 Una vez seleccionada la formula
u=-x adecuada, identificamos u conforme a
5 la estructura de la formula.
du _ 6
dx 5 Se deriva u con respecto a x, y
5 despejamos dx.
gdu =dx

6 5
f —10tan (Ex) dx = f —10tanu- gdu Sustituimos gx y dx respectivamente.

5 5 . . .
f_m tanu-—du = —10'—ftanu du Apllc:arpos la Proplgdad 1 de integrales
6 6 indefinidas, para ubicar las constantes

~10 y 5/, antes del simbolo de

25
= _?f tanu du integracion, y reducimos operaciones

25 25 Aplicamos la férmula correspondiente
—— | tanu du = ——In|secul| + ¢ .
3 3 de manera directa.

6 25 6 . oo
.'.f—lotan(gx) dx = —?ln|sec<§x)| + ¢ | Sustituimos u para finalizar.

La comprobacion de los resultados para estos ejercicios se realiza de la misma manera
como se ha venido revisando, derivando la respuesta y obteniendo el integrando del
ejercicio como respuesta. Probablemente, en algunas situaciones puede llegar a resultar
un poco mas laborioso, pero no te desanimes, inténtalo.

i,
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- Practicando
Resuelve las siguientes integrales y elige la opcion que responda correctamente al
ejercicio.
1. ]—4 cot(6x?) 2x dx =
a) —%lnlsen(6x2)| +c b) —8In|sen(6x?)|+ ¢ c) —%lnlsen(6x2)|+c
_ ]35x+11 dx =
35x+11 35x+11 35x+11
a) In3 te b) 5In3 te C) 11In3 te
5. [ seelgx) an(5) ax-
- | g seclgx) tan(gx) dx =
1 1 3 1 1 1
a) =sec (gx) +c b) 5 sec (;x) +c c) - sec (;x) +c
4. f7sen(—2x) dx =
b) —14cos(—2x) +¢ c)

a) —%cos(—Zx) +c %cos(—Zx) +c

2

5 f 2(1 +4) (1 +4>d =
. CSC 3x 3x X =
) —Zcot(3 +4)2+ b) —Z2cot(3 +4)2+ ) —Zcot(3 +4)2+
a 2CO 3x C 3CO 3X C C 2CO 3X c
6. f—e"xdx:
a) —9¢™*+c¢ b) %e9x+c 0) —%e9x+c
71
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Auto
evaluacién

Indicadores Puedo lograrlo Tengo dudas

Puedo diferenciar adecuadamente una funcion
exponencial de una trigonomeétrica.

Determino con facilidad qué férmula de
integracion utilizar para los casos revisados en
esta leccion.

Identifico con facilidad el elemento u en un
ejercicio de integracion, y asi deducir el diferencial
dx.

Logro obtener correctamente la integral
indefinida de una funcion exponencial.

Logro obtener correctamente la integral
indefinida de una funcion trigonométrica.

iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?

&

Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria

académica:

e Julio Profe, Integracion por sustitucion: ejercicio 10, disponible en:
https://youtu.be/NwFQéRwidJl

e Matematicas profe Alex, Integracion por sustitucion: ejemplo 13 Coseno, disponible

en: https://youtu.be/lEatvrWzbiQ

e Math2me, Integral de la funcidn seno, disponible en:
https://youtu.be/d3DoW3BaDFM
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Leccion 8. Integrales indefinidas: otra version de trigonométricas
o Explorando

Resuelve los siguientes ejercicios.

;Cual es el resultado de las siguientes integrales?

1. [ senxdx=

2. [ 2cos3xdx=

3. [ cos2xdx=

4. [ 3tan5xdx=
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Recordemos que la integral en su esencia pura es el calculo del area bajo una funcidn en
un intervalo dado (integrales definidas), lo mismo pasa con funciones trigonométricas,
pero en este caso se trata de integrales indefinidas, por tanto, hablamos del area total
debajo de dicha funcion.

Una integral se denomina trigonométrica cuando su integrando esta compuesto por una
funcion trigonométrica y constantes.

Para lograr comprender mejor esto es importante conocer la relacion que existe entre la
derivada y la integral (antiderivada) de funciones trigonométricas basicas.

Analiza la siguiente tabla.

Funcion f(x) Derivada Integral
Senv v'Cosv -Cos v +C
Cosv -Vv'Senv Senv+C
Tanv Sec?v -In|Cosv|+C 6 In|Senv|+C

Donde la v funciona como el argumento de la funcién

Ejemplo:

Para f(x)=Sen7x elvalorde v =7x

En este caso
La derivada del Sen v esta dada por: v'Cos v

La derivada de f(x)=Sen7x es f'(x)=7Cos7x

Como puedes observar para la derivada de una funcién trigonométrica solo se multiplica
por la derivada del argumento de dicha funcidon operando la formula de derivacion



correspondiente y la manera mas sencilla de obtener la integral de la misma funcion es
solo de dividiendo entre la derivada del argumento y operando de igual forma con la
formula de integracion trigonométrica correspondiente.

Laintegral [ Sen7x dx esta dada por -Cos v +C

—Cos7x
Por lo tanto, de manera directa la integral seria: T +C ya que la derivada del

argumento es 7.

Nota: Recuerda que antes de resolver cualquier integral puedes extraer de la
integral las constantes del coeficiente de dicha funcion y al final queda
multiplicando al resultado.

Resuelve lo que a continuacion se pide:

1. Enla integral:f 1OSen3x2 dx

;Cual es el argumento?

(Qué se podria extraer de la integral?
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iCudl es la derivada del argumento?

;Cudl es el resultado de la integral?

cos4x

dx

2. Enla integral:f

iCudl es el argumento?

;Qué se podria extraer de la integral?
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iCudl es la derivada del argumento?

iCudl es el resultado de la integral?

O *hw

0 Auto

@ * evaluacién
X

Indicadores

Puedo lograrlo

Tengo dudas

Soy capaz de operar las formulas de integracion
trigonométrica

Puedo identificar las constantes a extraer de una
integral

Soy capaz de resolver una integral trigonométrica

Puedo comprobar el resultado de una integral al
derivar mi resultado.

iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?

77
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% Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:
Profe Rodolfo Youtuber. Integral Indefinida. Calculo Integral. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=yOvAVeRDWE&ab_channel=PROFERODOLFQYOUT
UBER

Academia Minier. Integral  indefinida (Ejemplo 7). Disponible  en:
https://www.youtube.com/watch?v=CyZu4598sD4&ab_channel=AcademiaMinier
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Leccion 9. Integrales indefinidas:
Usando identidades trigonométricas.

O Explorando

Resuelve los siguientes ejercicios.

;Cual es el resultado de las siguientes integrales?

1. f cos3xdx

2. f sendxdx

3. [ 2sendxdx=
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Es importante tener muy claro la resolucion de estas integrales ya que al utilizar
identidades trigonométricas las estaremos ocupando, esto porque tenemos ahora que
resolver integrales con funciones de segundo y tercer grado, pero no hay porque
preocuparnos en esta leccion abordaremos ejercicios de una manera muy sencilla.

Una vez mas, no podemos perder de vista esa relacion directa entre derivada e integral
(antiderivada), y para funciones trigonométricas es de vital importancia que domines por
lo menos las 2 basicas: sen uy cos u como base para encontrar a las demas utilizando
elementos algebraicos basicos.

Y en el caso de integrales con funciones como sen?u y cos?u considera sus identidades
para poder dar solucion:

Funcion f(x) Identidad
SenZu %-1/2cos2u
Cos?u %+1/2cos2u

Donde la u es el argumento y siempre debe estar dado en radianes.

Ejemplo:
Para resolver:fSeTLZXdX

Utilizamos la identidad: Sen®u="2-1/2cos2u

Y en vez de poner Sen?x ponemos su respectiva identidad: ='2-1/2cos2u

Y tenemos: f(% — %COSZX)dX

Con esto tenemos ya una integral mucho mas sencillay la podemos resolver directamente,
o si dominas cambio de variable la puedes usar también.

Entonces tenemos una resta en la integral resultante, por tanto podemos separar la
integral:

1 1
f E dx — f E COS2XxdX Sacamos las constantes de la integral
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1 1
Ef dx — EfCOSZXdX Y finalmente resolvemos:

1 1
-x—-sen2x+c
2 4 T

Nota: Como puedes observar, estos ejercicios son muy sencillos te recomiendo que utilices

GeoGebra para argumentar tus respuestas www.geogebra.org es muy ligero y rapido de
instalar.

Importante: Recuerda que, aunque tengas funciones de grado 3,4, 5,6 etc.

Tu las puedes simplificar y con ello usar las identidades trigonométricas para poder
resolver cualquier integral.

Toma en cuenta que existen muchas identidades que te ayudaran a resolver integrales
trigonométricas aparentemente complicadas.

Comprobacion:

Argumentacion de tu resultado con GeoGebra.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

-...-..-.H.

» Vista Algebraica » Vista Grafica
® f(x) = sen’(x)
® integral(x) = -41 un(Zx)-f- 3 %
c,=0 [ &
® textol = “integralls) = ' sen@x) k| 1 1
® texto? = “f(x) = sen’(x)" j |r|tegral(x) = T sen(z x) + E X iL
\

f(x) = sen’(x)

Kl " -

Entrada:
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Resuelve lo que a continuacion se pide.

1. Enlaintegral: [ 2c0s%x dx

;Se puede resolver directamente?

;Qué se podria extraer de la integral?

iCudl es el resultado?

(Argumenta tu respuesta en GeoGebra?

Distribucién gratuita. Prohibida su venta

82



2sen’xdx

2. Enlaintegral: f
6

iSe puede resolver directamente?

;Qué se podria extraer de la integral?

;Cual es el resultado?

(Argumenta tu respuesta en GeoGebra?
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O *hw

o Auto .

@ evaluacién
X

Indicadores Puedo lograrlo | Tengo dudas

Soy capaz de operar las formulas de integracion
trigonométrica

Puedo identificar las constantes a extraer de una
integral

Soy capaz de simplificar una funcién usando
cualquier identidad

Puedo comprobar el resultado de una integral con
GeoGebra

iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?

&

Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

e Matefacil 2016. 134. Integral de seno al cuadrado de x (con identidad trigonométrica)
Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=WcY8X21to68&ab_channel=MateFacil

e Profe Rodolfo Youtuber . 2017. (1) Integral Indefinida. Calculo Integral. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=yOvAVeRDWE&ab_channel=PROFERODOLFQYO
UTUBER

e Academia Minier 2018. Integral indefinida (Ejemplo 1). Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=CyZu4598sD4&ab_channel=AcademiaMinier
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Leccion 10. Integrales definidas

Explorande

Resuelve los siguientes ejercicios.

1. De las siguientes figuras escribe la formula para calcular el drea y el perimetro de
cada.

Cuadrado Triangulo Trapecio
Area
Perimetro
Pentagono Circulo
Area
Perimetro

2. Ellado de un cuadrado que mide (3x + 2) de lado, determina su area y perimetro.
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3. Encontrar el area que se encierra dentro de las siguientes funciones: x=-1, x=3, y=2
y el eje de las abscisas

4. De la siguiente funcidon que esta graficada, menciona dos ideas para calcular el area
sombreada
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Ocuparemos un lenguaje y simbologia que mas adelante precisaremos.

De la siguiente figura podemos deducir que: si una funcion f(x) > 0, existe un area que se
comprende entre el eje x, una funcion f(x) y lasrectasx =ay x = b.

y 'y
y=f(x)

Podemos establecer lo siguiente: el area comprendida entreayb

Sa(f ()

Lo anteriormente establecido se puede ejemplificar en las siguientes figuras, donde esta
nueva notacion para el area de figuras elementales conocidas por ti, son los siguientes
ejemplos.

a) b)

fi)=3 At

+ o+ o+ o+ o+ C] fs(XJ:Jﬁ

L \ + o+ o+ o+
3 + +
+ F o+ + + + ¥ o+ + +

+ + + + + ¥ +

L )

|
0 + 2 + o+ o+ o+ ? + + 1‘ *
5.(3)=15 oL, ?2...18 0 !
S(-x+6)=8 . S\xy=1

e 3

Si observas son figuras que ya conoces y sabes obtener el area sombreada. Sin embargo,
en la figura C, se complica obtener de forma directa el area debido que esta funcion al ser
de segundo grado y graficarla, se va formando una curva.

Para resolver los tres incisos recurriremos a los temas aprendidos en lecciones
anteriores como “la integral indefinida”. Por lo tanto, en la figura “a” sabemos que, para
determinar el area de un rectangulo multiplicamos la base por la altura en este caso
sabemos que la base mide cinco y la altura mide tres, lo que significa que tenemos 15 u
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Pero si empleamos la integral indefinida con los antes establecido, nos queda:

7
57(3) = U 3dx] =[Bx+cl;=13(7)+c]—-13(2)+c] =15
2

Si analizamos las operaciones lo que estamos haciendo es establecer intervalos cerrados
Ahora en el inciso “b” se trata del area de un triangulo de base cuatro (6-2=4) y altura

cuatro. De la misma forma que en el inciso anterior calculamos el area (base por altura
sobre dos), que en este caso es:

So(—x+6) = U(—x + 6)dx]6 = [_sz+ 6x + 6]6
2

_|-®?
_{2

2

—(2)
+6(6)+cj—{ > +6(2)+cj =8

En el inciso “c”, el area sombreada es la parte inferior de una parabola de una ecuacion
y =x2,enunintervalode0al.

1 3
53(x2)=Ux2dx]1=[%3+c] :{(17)3+CJ— %+c]:1/3
0 0

Ahora bien, que estamos adentrandonos en el tema podemos el concepto de integral
definida:

Sea f(x) una funcion continua en un intervalo I, se llama integral definida de f
desde a hasta b (a,b € 1)y se denota como f:f(x)dx al numero.

b
[ reax =) - F@
a
Donde F es una primitiva cualquiera de f,a y b son limites de integracion
Ejemplo 1. Calcula la integral definida de la f(x) = x3, en el intervalo de 0 a 1.

Solucion: como F(x) = [ x3dx = ix‘* + ¢, tendremos que

! 1 4 /1 1 4 4
f x3dx =-x*/i==-(1*-0%) =1/4
. 4 4

Con lo anterior podemos interpretar que el area debajo de la funcién f(x) = x* en el
intervalo 0 a 1es %. La region cuya area estamos postulando es la que aparece sombreada

en la siguiente figura.
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0.6

0.4

0.2

a=025

02 0 02 04 0.6 08 1 12

Ejemplo 2. Calcula la integral definida de la funcion identidad, en el intervalo de -1a 2.

Solucién: Una funcion identidad es una funcion tal que la imagen de cualquier
elemento es éste mismo:

f)=x

Por lo tanto, podemos establecer que el area que se va a calcular es la que se muestra
en la siguiente figura.

a=15

-05

£

Si observas se forman dos triangulos con diferentes limites el primero del lado izquierdo
del eje “Y” tiene limites desde -1 hasta 0 y el segundo triangulo del lado derecho del eje
de “Y” tiene limites desde 0 hasta 2. Cabe mencionar que ahora se tendran dos integrales
una para el primer triangulo y otra para el segundo y la suma de las areas resulta el area
total de la parte sombreada.

Entonces podemos establecer lo siguiente:

X2
F(x)=fxdx=7+c
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Determina las areas de las regiones sombreadas bajo la curva de cada una de las
siguientes funciones con base en su grafica.

a) f(x) =x*—-4x-5 b) f(x) = —x+2

4

2 \
3
= ES 0 T 3
-2
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O *hw

0 Auto

o _* evaluacion
XV

Indicadores

Puedo lograrlo

Tengo dudas

Soy capaz de establecer los limites de
integracion

Comprendo el concepto de integral definida

Soy capaz de calcular el area de una region
bajo la funcion y el eje de las abscisas por
medio de una integral definida

Puedo calcular la integral definida de
funciones polinomiales

iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?

S
c{t? Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria

académica:

e Khan Academy. Integrales definidas:

funciones comunes.

Disponible en:

https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-

8c/e/evaluating-definite-integrals-2
e Julio Profe. Integral

definida.

https://www.youtube.com/watch?v=wul5MFhvgsY
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Disponible
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https://www.youtube.com/watch?v=wuI5MFhvgsY

I .Euplorahdo

Resuelve y evalla las siguientes integrales indefinidas.

1
a) ;dx
b) ]\/de

2
c) f (4x 3 + 5sen x) dx

6x3 -5
d) f dx
x

Leccién 11. Area bajo la funcién

Integral Indefinida

Limite superior

Limite inferior

Resultado

2

1

5

0
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Asi como la derivada es motivada por el problema geométrico de construir una tangente a
una curva, el problema histérico que conduce a la definicion de integral definida es el
problema de encontrar un area. En especifico, tenemos interés en la siguiente version de
este problema:

e Encontrar el area A de una region acotada por el eje x y la grafica de una
funcion no negativa continua y = f(x) definida sobre un intervalo la, b].

El drea de esta region se denomina area bajo la grafica de f sobre el intervalo [a, b]. El
requerimiento de que f sea no negativa sobre [a, b] significa que ninguna parte de esta
grafica sobre el intervalo esta por abajo del eje x. Ver la sig. Fig.

it s

Si f es una funcidén que asume valores tanto positivos como negativos sobre [a, b] entonces
la integral definida fabf(x)dx no representa el area bajo la grafica de f sobre el intervalo.

Como se ha mencionado en esta leccion y la anterior, el valor de fff(x)dx puede

interpretarse como al drea neta con signo entre la grafica de f y el eje x sobre el intervalo
[a, b]. En esta leccion investigaremos problemas de area:

e Encontrar el area total de una region acotada por la grafica de f y el eje x
sobre un intervalo [a, b].

Area total

Suponga que la funcion y = f(x) es continua sobre el intervalo [a, b] y que f(x) < 0 sobre
[a, ¢) y que f(x) = 0 sobre [c, b]. El 4rea total es el area de la region acotada por la grafica
de f, el eje x y las rectas verticales x = a y x = b. Para encontrar esta area se emplea el
valor absoluto de la funcidn y = f(x), que es no negativa para toda x en [a, b]. Recuerda
que |f(x)| esta definida por partes. Para la funcion f que se muestra en la figura siguiente,
donde f(x) < 0 sobre le intervalo [a, c) y f(x) = 0 sobre el intervalo [c, b]. Por tanto,
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el D

1

_(—f(), paraf(x)<0
ol = {f(x), para f(x) =0

Como se muestra en la siguiente figura, la grafica de y = |f(x)| sobre el intervalo [a, c) se
obtiene al reflejar esa porcion de la grafica de y = f(x) en el eje x. Sobre el intervalo [c,
b], donde f(x) = 0, las graficas de y = f(x) yy = |f(x)| son las mismas. Para encontrar el
area total A = A; + A, mostradas en la figura, usamos la propiedad aditiva del intervalo de
la integral definida

YA

J:|f(x)|dx = faclf(x)ldx + fcblf(x)ldx
J | Feoldx = [ CCfC0ydx + [ ’ o

b
f FCOldx = Ay + 4,

Ejemplo 1, Encuentre el area total acotada por la grafica de y = x3 y el eje x sobre [-2, 1].

Solucion

1
A=f |x3|dx
-2

En la siguiente figura comparamos la grafica de y = x3 y la grafica de y = x3. Puesto que
x3 > 0 parax < 0, se tiene sobre [-2, 1],
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Grafica de la funcidn y area en el ejemplo 1

_(—x3, —2<x<0
lf(x)l_{x3, 0<x<1

Entonces, segun la definicion, el area que se busca es

1 0 1 0 1
A =f |x3|dx=f |x3|dx+f |x3|dx=f (—xS)dx+f x3dx
-2 -2 0 -2

-2
B 140+ 14]1_ ( 16)+1 0V
IR I 4) 3T
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Determina las dreas de las regiones acotada por la grafica de la funcién dada y el eje x en
el intervalo dado.

y=x2-1 [-1,1]
y=x3-3x24+2; [0,2]
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Auto
evaluacién

Indicadores Puedo lograrlo | Tengo dudas

Soy capaz de calcular el area de una funcion
dada.

Comprendo el concepto de area total

Soy capaz de calcular el area de una region
bajo la funcion y el eje de las abscisas por
medio de una integral definida

Podria calcular el area definida de funciones
trascendentes

iSobre qué temas requiero mas Asesoria Académica?

&

Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria
académica:

e Khan Academy. El area entre una curva y el eje x. Disponible en:

https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-applications-of-

integration-new/ab-8-4/v/evaluating-simple-definite-integral

o Julio profe. Area bajo una curva. Disponible en:

https://www.youtube.com/watch?v=V7WnsXYJZaM
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